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Introduction
The precise estimation of oil production is necessary 
to manage and development of oil field. In this regard 
various numerical methods were developed to simulate 
oil production rate in petroleum industry. Among these 
methods multiscale approach is recently elaborated 
based on calculation cost reduction and computational 
efficiency. However, all of these efforts were conducted 
on the fluid flow, and geotechnical consideration were 
neglected until 2014 [1]. Moreover, it was shown by 
the research that rock deformation plays an important 
role in the fluid flow in petroleum reservoirs [2]. In this 
regard, Mixed Multiscale Multiphase Geomechanical 
Model (M3GM) were recently developed by the second 
author [3]. In this present research, first the theoretical 
background of M3GM is outlined. Afterwards, the 
role of rock deformation through plasticity theory 
and subloading surface framework is implemented. 
Finally, in order to confirm the capability of the model, 
the obtained results will be compared with numerical, 
and also experimental results and computational 
efficiency will be evaluated.

Material and Methods
The fluid flow in oil reservoirs takes place in different 
scales. Moreover, it is computationally efficient to 
treat each phenomenon on its domain of influence. 
Therefore, multiscale framework is regarded in this 
matter. Mass and momentum balances are discretized 
in the multiscale pattern for the fluid phases. The 
implementation of momentum balance in to the mass 
balance and integration over fine scale will lead the 
following nonlinear system of equations.
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On the other side, the solid phase is discretized with the 
finite element framework that will lead to the following 
system of equations for the rock deformations.

ˆKu F=                                                                        (4)
In the above equation, K and F are defined with the 
following equations.
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Furthermore, the subloading surface plasticity is 
utilized to obtain plastic deformations. Finally, the 
fluid phase and solid phase interactions are established 
with the implicit integration. It is worth mentioning 
that the subloading surface plasticity is utilized to 
obtain plastic deformations.

Results and Discussion
In order to confirm the capability of the model, the 
obtained results are compared with the traditional 
fine scale results and good agreement achieved as it is 
shown in Figure 1.
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Fig. 1 Comparison of production rate for deformable and 
undeformable rock.
Moreover, three different rocks are simulated and it is 
shown that the looser rock will lead to lower production 
rate with respect to more energy loss during plastic 
deformations, as seen in Figure 2. 

Fig. 2 Oil production rate for three differed rock types.

Furthermore, to confirm the efficiency of the model, 
CPU Time Ratio (CTR) is derived, and it shows that 
the present multiscale framework could be about 1000 
times faster than traditional fine scale models for the 
reservoir with 104 simulation elements. The more 
interesting feature of the model is that the efficiency 
would be raised while the number of elements 
increases (Figure 3). 

Fig. 3 Comparison of computational efficiency between 
Multiscale and fine scale models.

Conclusions
The Multiscale geomechanical model considering plas-
tic deformation is presented to simulate petroleum 
reservoirs. It is shown that the results not only were in 
good agreement with the numerical and experimental 
test cases, but also, the computational cost was much 
lower with utilizing multiscale framework. Moreover, 
it is shown that the looser rock will lead to the lower 
production rate with regard to more energy loss during 
more plastic deformations.
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کاربــرد مــدل ارتقــا یافتــه چنــد مقیاســی چنــد 
ــت از  ــد نف ــرخ تولی ــی در ن ــی ژئومکانیک فیزیک

مخــزن

چكيده

ــد نفــت  ــت و توســعه تولی ــک گام مهــم در مدیری ــد در محیــط متخلخــل ی ــاز جام ــر شــکل‎های ف ــان ســیال و تغیی شبیه‌ســازی جری
در مخــازن نفتــی اســت. بــا توجــه بــه ایــن نکتــه کــه شبیه‌ســازی ایــن جریــان در همــه مقیاس‌هــا هزینــه محاســباتی بســیار بالایــی 
دارد، روش چندمقیاســی چندفیزیکــی ترکیبــی در ســال‌های اخیــر توســعه‌یافته اســت. همچنیــن، نقــش فــاز جامــد در رفتــار ســیال 
ــی ارائه‌شــده  ــد مقیاســی چندفیزیکــی ترکیب ــه چن ــا یافت ــر اســت. در تحقیــق حاضــر، روش ارتق ــرخ برداشــت از مخــزن انکارناپذی و ن
اســت کــه قــادر بــه تحلیــل تغییــر شــکل‌های کشســان و خمیــری در مخــزن نفتــی اســت. همچنیــن، تأثیــر ایــن روش بــر نــرخ تولیــد 
نفــت از مخــزن ســنجیده شده‌اســت. ارتقــا مــدل پایــه بــا اســتفاده از نظریــه ســطح تســلیم و قانــون جریــان ناهمــراه و انتگرال‌گیــری 
عــددی ضمنــی براســاس الگوریتــم نگاشــت بازگشــتی انجام‌گرفتــه اســت. بــرای نشــان دادن بازدهــی زمانــی الگــو مســئله جریــان در 
یــک محیــط متخلخــل ســه فــازی بــا دو لایــه شــیل موردبررســی قرارگرفــت کــه علاوه‌بــر اینکــه نتایــح تطابــق قابــل قبولــی بــا الگــوی 
ریزمقیــاس داشــتند، کارآیــی زمانــی بســیار بالایــی بــا اســتفاده از الگــوی حاضــر به‌دســت آمــد. همچنیــن در مســئله‌ای دیگــر مقایســه 
بــا نتایــج آزمایشــگاهی صــورت گرفــت کــه نتایــج تطابــق بســیار خوبــی بــا دادههــای آزمایشــگاهی داشــتند. در نهایــت جهــت بررســی 
ــا ســه نــوع ســنگ مخــزن مــورد ارزیابــی  ــر نــرخ برداشــت، مســئله‌ای ب عملکــرد الگــو جهــت منظــور نمــودن کرنش‌هــای خمیــری ب
قرارگرفــت و مشــخص شــد؛ هرچــه میــزان ســختی ســنگ کمتــر باشــد، بــا توجــه بــه مســتهلک شــدن بخشــی از انــرژی تزریــق میــزان 
برداشــت نفــت در زمان‌هــای اولیــه کاهــش می‌یابــد کــه بــا افزایــش زمــان و کاهــش کرنش‌هــای خمیــری بــه حــد آســتانه‌ای همگــرا 

می‌گــردد.

كلمات كليدي: جریان سیال، نرخ تولید نفت، چند مقیاسی، تغییر شکل خمیری،کارایی محاسباتی

مقدمه

ــرای مدل‌هــای  ــی ب ــازار جهان رشــد روزافــزون تقاضــای ب

بهینــه و شبیه‌ســازی دقیق‌تــر مخــازن نفتــی امــری 
ــا،  ــزان از تقاض ــن می ــه ای ــرای پاســخ ب مشــهود اســت. ب
افزایــش نــرخ برداشــت نفــت و تولیــد آن باید بهینه‌ســازی 
شــود. تخمیــن و محاســبه مــکان بهینــه چاه‌هــای تزریــق 
ــری  ــرداری ام ــوه بهره‌ب ــزار و نح ــعه اب ــن توس و همچنی
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ــد  ــای چن ــت ]1[. روش‌ه ــازی اس ــن بهینه‌س ــم در ای مه
ــل  ــی متخلخ ــازن نفت ــازی مخ ــرای شبیه‌س ــی ب مقیاس
و لایه‌هــای زیرســطحی بــا هــدف کاهــش هزینــه و 
زمــان محاســبات توســعه یافتنــد. محیــط متخلخــل 
را میتــوان به‌صــورت شــبکه¬ای از دانه¬هــای جامــد 
ــع  ــاوی مای ــته ح ــم پیوس ــه ه ــای ب ــده حفره‌ه دربرگیرن
و هــوا در نظــر گرفــت ]24[. در روش چندمقیاســی 
احجــام محــدود MSFV جــرم و ســرعت موازنــه شــده‌اند. 
ــار  ــازی رفت ــرای مدل‌س ــب ب ــن روش مناس ــه ای در نتیج
ــن  ــه ای ــت، ک ــد اس ــاز جام ــا ف ــش آن ب ــیال و اندرکن س
ــدل  ــدود FEM م ــزا مح ــیله روش اج ــد به‌وس ــاز جام ف
می‌شــود ]2[. نتایــج فازهــای ســیال و جامــد در اســتفاده 
ــه و  ــورت دوگان ــازی به‌ص ــرای مدل‌س ــن دو روش ب از ای
ــی و در حلقــه غیرخطــی تکــرار  ــان در هــر گام زمان توأم
ــار توســط جنــی در  حــل می‌شــود. روش MSFV اولیــن ب
ســال بــرای یــک فــاز و یــک محیــط دوبعــدی بــدون در 
نظــر گرفتــن کاپیــاری و حلالیــت ایجــاد شــد ]7[ و فــاز 
ــه مــدل اضافــه شــد ]8[ و در ادامــه توانایــی حــل  دوم ب
ــدل  ــه م ــی ب ــی و جن ــرا توســط لونات رابطــه فشــار همگ
اضافــه گردیــد ]10[ و چلپــی و همــکاران محاســبه توابــع 
پایــه را در مــدل پیاده‌ســازی کردنــد ]9[. شــرایط مــرزی 
ــه  ــدل اضاف ــه م ــکاران ب ــی و هم ــه توســط جن بهبودیافت
گردیــد. حاجــی بیگــی و جنــی روش MSFV تکرارشــونده 
ــری فازهــای مختلــف  ــرای در نظــر گرفتــن تراکم‌پذی را ب
ارائه‌کردنــد ]18- 20[. در ادامــه، الگوهــای چندمقیاســی 
ــر  ــه اهمیــت لحــاظ کــردن تغیی ــا توجــه ب ارائه‌شــده و ب
ــد  ــوی چن ــکاران، الگ ــژاد و هم ــد، صدرن ــاز جام شــکل ف
ــد  ــه کردن ــی M3GM را ارائ ــی ترکیب مقیاســی چندفیزیک
کــه مبنــای اصلــی تحقیــق حاضــر نیــز اســت ]11 و 27[. 
همچنیــن، صدرنــژاد و همــکاران ایــن الگــو را بــرای فــاز 
ــه  ــزن ب ــراف مخ ــنگ‌های اط ــن س ــد و در نظرگرفت جام
ــدل  ــد ]11و 28[. در م ــعه دادن ــوی M3 GMSR توس الگ
ــط  ــط رواب ــد توس ــاز جام ــکل‌های ف ــر ش ــده، تغیی ذکرش
ــنگ‌های  ــر س ــپس، تأثی ــود. س ــبه می‌ش ــان محاس کشس
اطــراف در تغییــر شــکل مخــزن لحــاظ می‌شــود. در 
ــع  ــدل جام ــک م ــتفاده از ی ــی اس ــات ژئومکانکی مطالع

هیدرولکیــی و مکانکیــی بــرای ســنگ‌ها و خاک‌هــای 
اشــباع و نیمــه اشــباع همــواره موردبحــث بوده‌اســت 
ــار  ــر رفت ]26[. تأثیــر درجــه اشــباع و کرنــش حجمــی ب
ــخصه  ــدل مش ــد م ــرخ تولی ــی و ن ــی و هیدرولکی مکانکی
نیــز همــواره امــر مهمــی بــوده و هســت. در همیــن راســتا 
ــق حاضــر  ــای تحقی ــه مبن ــوی M3GM ک و به‌منظــور الگ
ــازی  ــرای شبیه‌س ــه ب ــع یکپارچ ــدل جام ــز از م ــوده نی ب
دقیق‌تــر فــاز جامد-جامــد استفاده‌شــده اســت. ایــن 
ــطح  ــوی س ــا الگ ــه ی ــا یافت ــوی ارتق ــوان الگ ــا عن ــو ب الگ
پیرامونــی یکپارچــه توســط مقــدم و همــکاران و در 
راســتای بهبــود مشــکلات ناشــی از انتگرال‎گیــری عــددی 
ــری  ــری روش انتگرال‌گی ــا به‌کارگی ــا، ب ــح در مدل‌ه صری
ضمنــی بــرای مدل‌ســازی رفتــار رس و ماســه و همچنیــن 
بــرای شبیه‌ســازی روان‌گرایــی ماســه ارائه‌شــد ]13[. 
ــان داد  ــه نش ــا یافت ــوی ارتق ــت‌آمده از الگ ــج به‌دس نتای
ــی  ــان و ترکیب ــط توأم ــی رواب ــن الگــو در هم‌گرای ــه، ای ک
ــو  ــن الگ ــد. ای ــان می‌ده ــود نش ــی را از خ ــرد خوب عملک
براســاس مفهــوم ســطح پیرامونــی و بــا به‎کارگیــری روش 
ــوان  ــور به‌عن ــن منظ ــه همی ــد. ب ــنهاد ش ــی پیش ضمن
چندمقیاســی  یافتــه  ارتقــا  مــدل  در  مبنــا  الگــوی 
چندفیزیکــی پلاســتیک در فــاز جامــد مورداســتفاده 
قــرار گرفــت ]21[. همچنیــن حاجــی بیگــی و همــکاران 
ــزان نشســت  ــبه می ــرای محاس ــوی چندمقیاســی ب از الگ
ــه  ــم اینک ــد. علی‌رغ ــتفاده کردن ــز اس ــت نی ــازن نف مخ
ــرای  ــل ب ــور کام ــکاران به‌ط ــی و هم ــی بیگ ــدل حاج م
فــاز جامــد ارتقــا داده نشــد امــا تمرکــز را بــرروی هــر چــه 
دقیق‌تــر مــدل کــردن تغییــر شــکل‌های فرونشســت 
ــدل  ــکاران م ــند و هم ــع پس ــز صنای ــد ]28[. نی قراردادن
چندمقیاســی چندفیزیکــی ترکیبــی را بــرای فــاز کشســان 
جامــد توســعه دادنــد ]12[. مشــرف دهکــردی و همکاران 
ــن  ــیار ناهمگ ــای بس ــازی محیط‌ه ــرای شبیه‌س ــی ب مدل
ــه  ــا توج ــد ]30[. ب ــه دادن ــه‌ای ارائ ــای منطق ــا فرض‌ه ب
بــه اینکــه در اندرکنــش ســیال و جامــد در یــک مخــزن 
نفتــی چنــد ســری روابــط بایــد به‌صــورت هم‌زمــان 
ــام  ــی در تم ــزوم هم‌گرای ــه ل ــه ب ــا توج ــوند، و ب ــل ش ح
ــه اســتفاده از روش مناســبی می‌باشــد.  ــاز ب ــا، نی بخش‌ه
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اصلاح‌شــده  حلقه‌هــای  و  ضمنــی  روش  به‌کارگیــری 
ــک  ــر کم ــن ام ــه ای ــد ب ــدل جدی ــون در م ــن رافس نیوت
ــه یکپارچــه  ــا توجــه ب ــه ب ــرده اســت. در ادام ــایانی ک ش
بــودن تابــع تســلیم زیــر برنامــه پلاســتیک و فرمول‌بنــدی 
ــد در  ــاز جام ــری از ف ــازی بهت ــوان شبیه‌س ــد می‌ت جدی
مخــازن نفتــی داشــت. مــدل رفتــاری یکپارچــه خمیــری 
بــرای محاســبه و مدل‌ســازی اندرکنــش بــا فازهای ســیال 
ــون نگاشــت شــعاعی و شبیه‌ســازی  ــا از قان در مــدل مبن
الگــوی  همچنیــن،  می‌کنــد.  اســتفاده  نــرم  رفتــار 
ــوندگی  ــون سخت‌ش ــد از قان ــاز جام ــرای ف ــز ب ــا نی مبن

ــت ]15[.  ــرده اس ــتفاده ک ــان‌گرد اس همس

معرفی الگو
M3GM روابط حاکم و الگوی

سیســتم فازهــای دربرگیرنــده در ایــن الگــو شــامل 
ترکیبــی از محیــط متخلخــل تغییــر شــکل‌پذیر به‌عنــوان 
فــاز جامــد و آب و گاز و نفــت به‌عنــوان فــاز ســیال اســت. 
در اولیــن قــدم موازنــه جرمــی بررســی می‌شــود. در ایــن 
ــک اســکلت  ــر در ی ــان ســیال تراکم‌پذی قســمت، دو جری

ــده‌اند. ــر گرفته‌ش ــد در نظ ــکل‌پذیر جام ــر ش تغیی
( )

.D S S m
Dt

αα α α α αφ ρ φ ρ ν+ ∇ =                                         )1(
 Sα دانســیته فــازی و ρα ،تخلخــل ϕ ،در رابطــه فــوق
ــن،  ــت. همچنی ــاز اس ــرعت ف ــاز و vα س ــباع ف ــه اش درج
ــه  ــت. در ادام ــع اس ــای منب ــک و ترم‌ه ــر چاه m بیانگ α

ــورت                      ــه به‌ص ــبی ک ــرعت نس ــف س ــه تعری ــه ب ــا توج و ب
w=vα-vs اســت،

پس از جمع‌کردن فازها خواهیم داشت:
 

1 1
α α α α

α α

φφ ρ ρ
= =

+ +∑ ∑
p pn ns sD DS S

Dt Dt
                                 )2(

.

1 1
) ( αα α α α α

α α

φ ρ φ ρ ν
= =

∇ + ∇ =∑ ∑
p pn n

sS w S m                                 
رابطــه 2 رابطــه کلــی حرکــت ســیال در محیــط متخلخــل 
ــت آوردن  ــرای به‌دس ــه ب ــت ک ــی اس ــن درحال ــت. ای اس
اندرکنــش رفتــار هــر فــاز رابطــه تعــادل ممنتــوم هــر فــاز 

نیــز بایــد در نظــر گرفتــه شــود.
رابطــه خطــی تعــادل ممنتــوم فازهــای ســیال به‌صــورت 

زیــر اســت:
.) (w p gα α α α αφ ρ λ ρ= −∇ +                                   )3(

ــت  ــاز اس ــری ف ــور تحرک‌پذی ــوق، λα تانس ــه ف در رابط
ــود.  ــف می‌ش ــه λα=(Kkrα)/μα تعری ــورت رابط ــه به‌ص ک
 krα ،تانســور نفوذپذیــری مطلــق اســت K در ایــن رابطــه
ــا  ــاز اســت. ب ــری نســبی و μα ویســکوزیته هــر ف نفوذپذی
ــن  ــر گرفت ــا در نظ ــه 2 و ب ــه 3 در رابط ــذاری رابط جاگ

ــم داشــت: ــازی خواهی ــت تحــرک ف قابلی

1 1

p pn ns sD DS S
Dt Dtα α α α

α α

φφ ρ ρ
= =

+ +∑ ∑                                       )4(
.

1 1
.) .) ((

p pn n

s
Kkr p g S mα

αα α α α
α αα

ρ ρ φ ρ ν
µ= =

∇ −∇ + + ∇ =∑ ∑
      

در ادامه رابطه تعادل به شکل زیر تبدیل می‌شود:
بــا در نظــر گرفتــن رابطــه بیــن کرنــش و تغییــر شــکل و 
تعریــف کرنــش حجمــی و ســرعت فــاز جامــد، خواهیــم 

داشــت:

1 1

p pn ns sD DS S
Dt Dtα α α α

α α

φφ ρ ρ
= =

+ +∑ ∑                                   
.

1 1
.) .) ((

p pn n
volKkr p g S m
t

α
αα α α α

α αα

ερ ρ φ ρ
µ= =

∇ −∇ + + =
∆∑ ∑       )5(

ــوی  ــط الگ ــی، رواب ــازی اصل ــط ف ــی رواب ــس از معرف پ
می‌شــود: بیــان  چندفیزیکــی  چندمقیاســی 

پــس از جداســازی دانســیته فــازی و بــرای به‌دســت 
آوردن رابطــه فشــار و پــس از جمــع فازهــا خواهیــم 

ــت: داش
1

1 1

1 1
.

p pn nn n
n n n nB S B

t t α α α α
α α

φ φ ρ
+

+ +

= =

−
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 1

1 1 1 1) ) ((
n n

n n n n
tg z q

t
ν ν

α α α
ε ερ λ ρ ρ φ

+
+ + + + +

∇ − ∇ + =
∆        )6(

حجمــی  فاکتــور   Bα و  دبــی   1
pn

tq qαα=
=∑ جایی‌کــه 

)عکــس دانســیته فــازی( اســت. خطی‌ســازی رابطــه 
فــوق، رابطــه تکرارشــونده فشــار را نتیجــه می‌دهــد.

1 1

1
) ( .) (

pn

cC B
t

ν
ν ν ν ν ν

α α α
α

φρ ρ ρ λ ρ+ +

=

−
− − ∇ ∇ = +

∆∑
           

1 2

1 1
.) (

p pn n v nn
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tB S q B g z
t t

ν ν ν ν ν
α α α α α α

α α

ε εφ ρ ρ λ φ+

= =

−
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∆ ∆∑ ∑
)7(

گام‌هــای تکــرار جدیــد و قدیمــی بــا v+1 و v نشــان داده 
ــه: ــوند. در ادام می‌ش

1

pn
n n

c
p

BC S
ν

ν α
α α

α

φ ρ
=

∂
= −

∂∑
                                          )8(

با جاگذاری رابطه 7 در رابطه 8 خواهیم داشت:
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1 1) ( .) . (c
t

C RHS
t

ν ν ν νρ ρ λ ρ+ +− −∇ ∇ =
∆

                                )9(
که در آن
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ســاختار روش چندمقیاســی احجــام محــدود بــر پایــه دو 
دســته شــبکه‌بندی بــه نام‌هــای شــبکه‌بندی بــزرگ 
)شــکل 1 )الــف(( و شــبکه‌بندی کمکــی )شــکل 1 )ب(( 
 )]Ωk[1,M( ســلول بــزرگ M اســت. شــبکه بــزرگ شــامل
 )]Ωh[1,N( ســلول کمکــی N و شــبکه کمکــی شــامل

ــت ]2-5[. اس

شکل 1 الف( شبکه‌بندی بزرگ و ب( شبکه‌بندی کمکی ]18[.

ســاختار MSFV دارای دو اپراتــور اصلــی اســت. اولــی بــا 
اســتفاده از انتگرال‌گیــری روی فشــارهای ریزمقیــاس کــه 
ــت  h و Φh به‌دس

kΦ ــی  ــه و اصلاح ــع پای ــری تواب از دو س
بالاتــر  مقیــاس  بــه  را  نفوذپذیــری  تأثیــر  می‌آینــد، 
می‌بــرد. اپراتــور دوم از توابــع فــوق بــرای به‌دســت 
آوردن فشــار ریزمقیــاس پایســتار اســتفاده می‌کنــد. 
ــع  ــا تواب ــن اپراتوره ــیک، ای ــای کلاس ــاف روش‌ه برخ
ــی  ــی و خصوص ــل عموم ــه از ح ــتند بلک ــی نیس تحلیل
ــع  ــر، تواب ــور دقیق‌ت ــد. به‌ط ــت می‌آین ــه 10 به‌دس رابط
پایــه و اصلاحــی جواب‌هــای عمومــی و خصوصــی رابطــه 
ــر  ــه ب ــا در نظــر گرفتــن شــرایط مــرزی کاهش‌یافت 10 ب

ــتند ]21[. ــد هس بع
) . ()) . (. ( 0h h h

t kn nλ φ∇ ∇ = 

                          )11(

) . ()) . (. (h h h
tn n RHS νλ φ∇ ∇ = 

                          )12(
در روابــط فــوق n ̃h بــردار نرمــال بــه ســمت بیــرون از مــرز 
ــبکه  ــز ش ــای مرک ــرزی در گره‌ه ــرایط م ــت. ش Ωh∂ اس

) ( 0h
k lxΦ = ( و  (h

k l kx lδΦ = کمکــی xl به‌صــورت 
پدیده‌هــای  انــدازه  کــه  اســت  شــایان‌ذکر  اســت. 
ــا در  ــن فازه ــرم بی ــادل ج ــی، تب ــر موئینگ ــی نظی فیزیک

ــده  ــی دیده‌ش ــع اصلاح ــع تواب ــا توزی ــه 13 ب RHS رابط

ــکل  ــع ش ــته از تواب ــذاری دو دس ــم گ ــا روی‌ه ــت. ب اس
فشــار ریزمقیــاس به‌صــورت زیــر به‌دســت می‌آیــد.

1 1
) ( ) ( ) ( ) (

N M
h h

f k k
h k

p x p x x p xφ φ
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 ′≈ = +  
∑ ∑

      )13(

در رابطــه فــوق، p̄k فشــار در مرکــز گره‌هــای هــر ســلول 
بــزرگ xk اســت. بــا جای‌گــذاری رابطــه 13 در رابطــه 9 و 
ــون  ــال قان ــا اعم ــزرگ و ب ــری در ســلول‌های ب انتگرال‌گی

گاوس خواهیــم داشــت:
1
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ــی  ــه غیرخط ــتگاه رابط ــک دس ــوق ی ــه ف ــه رابط نتیج

تکرارشــونده اســت.
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رونــد تکــرار ادامــه پیــدا می‌کنــد تــا بــه حــد هم‌گرایــی 
برسد.  ) 1(v vp p β+′ ′− <

ــن  ــدان فشــار به‌دســت آمــده پایســتار نیســت کــه ای می
ــت. در  ــروری اس ــال ض ــه انتق ــل رابط ــرای ح ــرط ب ش
نتیجــه یــک گام دیگــر در راســتای پایستارســازی میــدان 
ــار  ــدان فش ــه می ــد ک ــان ش ــاً بی ــت. قب ــاز اس ــار نی فش
ــلول  ــر س ــاس در ه ــار ریزمقی ــت آوردن ش ــرای به‌دس ب
ــرزی  ــرایط م ــا ش ــه 10 ب ــود. رابط ــال می‌ش ــزرگ اعم ب

ــود. ــل می‌ش ــاس ح ــار ریزمقی ــن در فش نیوم
.) . (t p RHS νλ ′′−∇ ∇ =                                          )18(

 ،∂Ωk برروی ....t pλ ′− ∇ با اعمال شرایط مرزی 
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میــدان فشــار جدیــد"p پایســتار اســت و می‌توانــد بــرای 
حــل رابطــه جــرم )رابطــه 3( مورداســتفاده قــرار گیــرد. 

بــرای شــروع معرفــی روابــط فــاز جامــد ابتــدا رابطــه زیــر 
ــود: ــی می‌ش معرف

. 0gσ ρ∇ + =                                                         )19(
ــه  ــد ب ــاز جام ــازی ف ــد و گسسته‌س ــاز جام ــط ف ــا رواب ام
ــد  ــاز جام ــوم ف ــه ممنت ــه از رابط ــت ک ــورت اس ــن ص ای
ــی  ــای حجم ــر از نیروه ــا صرف‌نظ ــن ب ــا روش گلرکی ب

اســتفاده می‌شــود:
) ( ) ( 0t T t T

u u
u

w L g d w L t dσ ρ σ
Ω Γ

− Ω+ − Γ =∫ ∫      )20(

 توابــع وزنــی بــر مرزهــا 
u

tW Wu و 
t ،در رابطــه فــوق

ــروی  ــدار نی ــکلت و t̄ مق ــت اس ــت تانژان ــتند. L ثاب هس
ــت.  ــط اس ــای محی ــر مرزه ــی ب خارج

ــم  ــه B=LNu خواهی ــون گاوس در جایی‌ک ــال قان ــا اعم ب
داشــت:

T t
u

u

B d N tdσ
Ω Γ

Ω = − Γ∫ ∫                                            )21(
ــال  ــا اعم ــت. ب ــکل اس ــع ش ــوق، Nu تاب ــه ف ــه در رابط ک
روابــط تنــش کرنــش رابطــه به‌صــورت زیــر خواهــد بــود:

) ( ) (
N

T T T
uB D d N td B pm dε

Ω ΩΓ

Ω = Γ − Ω∫ ∫ ∫              )22(

در رابطــه فــوق، D ماتریــس خمیــری اســت. در ادامــه بــا 
ــط تنــش و تغییــر مــکان و به‌کارگیــری  به‌کارگیــری رواب
 B=LNu ــا اســتفاده از رابطــه ــع شــکل اشاره‌شــده و ب تواب

خواهیــم داشــت:
ˆ ) (

N

T T T
uB DBd u N td B pm d

Ω ΩΓ

 
Ω = − Γ − Ω 

 
∫ ∫ ∫   )23(

 ȗ کــه دســتگاه رابطــه زیــر را بــرای تغییــر مــکان گــره‌ای
ــد. ــاد می‌کن ایج

ˆKu F=                                                              )24(
که در آن:

TK B DBd
Ω

 
= Ω 
 
∫                                                )25(

) (
N

T T
uF N td B pm d

ΩΓ

= − Γ − Ω∫ ∫                             )26(

ــا  ــام F2 ب ــه ن ــه ب ــت رابط ــمت راس ــش از س ــن بخ دومی
ــل  ــز در داخ ــلول‌های ری ــام س ــرروی تم ــری ب انتگرال‌گی

ــد. ــت می‌آی ــت به‌دس ــلول درش ــک س ی

2
1

. .
i nfs

T
i i

i
F B p m A

=

=

= ∑                                           )27(

در رابطــه فــوق، pi فشــار ریزمقیــاس و A ســطح مقطــع 
هــر ســلول اســت.

الگوی خمیری

ــش ســه محــوری  ــو به‌صــورت تن ــی الگ ــدی کل فرمول‌بن
در ســنگ اســت. بــا توجــه بــه تعاریــف فرمول‌هــای 
 p' ــا ــب ب ــه به‌ترتی ــی ک ــن و تفاضل ــر میانگی ــش مؤث تن
و q نمایــش داده می‌شــوند را به‌صــورت زیــر تعریــف 
ــش  ــه افزای ــده اســت ک ــرض ش ــت ف ــوند و در نهای می‌ش
مؤلفــه کرنــش بــا اســتفاده از دو قســمت کشســان و 

ــت.  ــه اس ــورت گرفت ــری ص خمی
e pd d dε ε ε= +                                               )28(

در ادامــه و بــرای معرفــی رفتــار کشســان الگــو مدول‌هــای 
حجمــی و برشــی تعریــف می‌شــوند:

pK
k
ν ′

=                                                            )29(

3)1 2 (
2)1 (

G Kµ
µ

−
=

+                                                    )30(
 κ مخصــوص،  حجــم   ν=1+e ذکرشــده،  روابــط  در 
 μ و ν-lnp' ــه ــرداری در صفح ــذاری- بارب ــیب‌خط بارگ ش
نشــان‌دهنده نســبت پواســون اســت. در الگــوی حاضــر و 
به‌منظــور پیش‌بینــی و شبیه‌ســازی دقیق‌تــر از رفتــار 
ــری از  ــه خمی ــان ب ــت کشس ــذار از حال ــرای گ ــنگ ب س
مفهــوم ســطح پیرامونــی و مفهــوم ســطح زیــر بارگــذاری 
ــن  ــی ای ــطح پیرامون ــه س ــت. در نظری ــده اس استفاده‌ش
ــر  ــه تغیی ــود ک ــرض می‌ش ــت و ف ــرح اس ــوع مط موض
بــار  اعمــال  ابتــدای  همــان  از  خمیــری  شــکل‌های 
ــش  ــه بخ ــود ک ــرض می‌ش ــه، ف ــت. در ادام ــده اس آغازش
ــطح  ــد. دو س ــش می‌یاب ــه کاه ــک نقط ــه ی ــان ب کشس
داخلــی و خارجــی بــرای توصیــف ایــن نــوع رفتــار 
ــه  ــی ب ــطح فرض ــن دو س ــف ای ــود. توصی ــتفاده می‌ش اس
ــی به‌عنــوان ســطح  ایــن صــورت اســت کــه ســطح داخل
ــود  ــرض می‌ش ــود و ف ــه می‌ش ــر گرفت ــذاری در نظ بارگ
ــد.  ــور می‌کن ــطح عب ــن س ــاً از ای ــش قطع ــه تن ــه نقط ک
ســطح پیرامونــی در ایــن نظریــه همــان ســطح خارجــی 
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اســت. تصویــر حالــت تنــش روی ایــن ســطح قــرار 
.]22[ می‌گیــرد 

تعیین حالت کشسان یا خمیری

در ادامــه، فرآینــد مدل‌ســازی و هنگامی‌کــه تغییــر شــکل 
وارده بــه الگــو وارد می‌شــود، نوبــت بــه مدل‌ســازی 
ــر شــکل ســنگ‌بر  ــوع تغیی فضــای بارگــذاری و تعییــن ن
مبنــای میــزان تنش‌هــا و ســپس تغییــر شــکل می‌رســد. 
در ایــن هنــگام در هــر گام بارگــذاری حالــت تنــش 
ــن  ــه ای ــتند ب ــان هس ــا کشس ــه کرنش‌ه ــرض اینک ــا ف ب

ــود: ــبه می‌ش ــورت محاس ص
1 1

Trial e
n n nD Dσ σ ε+ += +                                      )31(

حالــت  تنــش  مشــخص‌کننده   σTrial رابطــه،  ایــن  در 
ــین  ــان‌دهنده گام پیش ــب نش ــان، n و n+1 به‌ترتی کشس
و گام فعلــی و De ماتریــس فراســنج کشســان مــاده اســت. 
در طــول ایــن فرآینــد، رفتــار مــاده کشســان فــرض شــده 
ــا  ــر ب ــد و براب ــت می‌مانن ــت ثاب ــای حال ــر متغیره و دیگ
حالــت پیشــین خــود می‌باشــند. در ادامــه فرآینــد، 
مقــدار تنــش حالــت کشســان و دیگــر متغیرهــای حالــت 
ــوند.  ــری اصــاح می‌ش ــده خمی ــح کنن ــد تصحی در فرآین
امــا هنگامی‌کــه میــزان تنش‌هــا فراتــر رود، فرآینــد 
تصحیــح خمیــری ایجــاد می‌شــود. در ایــن هنــگام، 
ــل،  ــد قب ــده در فرآین ــان مشخص‌ش ــش کشس ــزان تن می
قانــون جریــان، قانــون سخت‌شــوندگی و تغییــرات انــدازه 
ســطوح به‌طــوری اصــاح می‌شــوند کــه شــرط ســازگاری 

ــرار باشــد.  برق
این فرآیند روابط زیر را در بر می‌گیرد:

رابطه تعادل:
شــرط لازم در ایــن رابطــه همــواره برقــرار بــودن حالــت 
ــد  ــش بای ــزان تن ــه می ــی ک ــن معن ــه ای ــت. ب ــش اس تن

ــد. ــرار نمای ــادل را برق تع
e ed D dσ ε=                                              )32(

بــا انتگرال‌گیــری در گام‌هــای مختلــف رابطــه زیــر 
می‌آیــد: به‌دســت 

11 1 n

Trial e p
n nD dσ σ ε

++ += −                                )33(
ــد  ــری بای ــای خمی ــدن کرنش‌ه ــود آم ــور به‌وج به‌منظ

ــر برقــرار باشــد: رابطــه زی

) (p pd d U dε γ γ ε≠ =                                   )34(
ــه  ــن رابط ــددی از ای ــی ع ــری ضمن ــا انتگرال‌گی ــس ب پ

ــم: داری
1 1ln) (n n nu dγ γ γ λ+ += −                              )35(

ــون  ــازگاری و قان ــروط س ــدن ش ــا ش ــا ارض ــس‌ازآن و ب پ
ــط غیرخطــی  سخت‌شــوندگی همســان‌گرد، دســتگاه رواب
ــن  ــرار نیوت ــل آن از روش تک ــرای ح ــه ب ــده ک تشیکل‌ش
ــی  ــل، خروج ــس از ح ــت. پ ــده اس ــون استفاده‌ش رافس
ــده  ــدل بازگردان ــه م ــرو ب ــورت نی ــان به‌ص ــوی کشس الگ
ــه  ــل رابط ــه از ح ــش حاصل ــزان تن ــا می ــا ب ــود ت می‌ش
جــرم مقایســه شــده و بــه رابطــه تعــادل بازگــردد و ایــن 

ــوند. ــرا ش دو ســری رابطــه همگ

ــف  ــر تعری ــورت زی ــز به‌ص ــذاری نی ــطح بارگ ــط س رواب
می‌شــود. جهــت توصیــف یکپارچــه، از تابــع تســلیم 
ــده  ــر استفاده‌ش ــوی حاض ــو در الگ ــط ی ــده توس ارائه‌ش
اســت. در اینجــا، تابــع ســطح بارگــذاری طبــق رابطــه زیــر 

تعریف‌شــده اســت:
) ( ) ( ln) ( / ln) (N

cr c

q pF R
M p p

σ
′

= +
′ ′

                  )36(
ــنج  ــتند. فراس ــاده هس ــنج‌های م ــه در آن N و R فراس ک
ــد و  ــرل می‌کن ــذاری را کنت ــطح بارگ ــکل س ــاده N ش م
ــذاری  ــطح بارگ ــا س ــع ب ــورد تاب ــه برخ ــنج R نقط فراس
ــی اســت  ــت بحران ــن، Mcr شــیب‌خط حال اســت. همچنی
ــر میانگیــن را نشــان می‌دهــد. همچنیــن  و 'p تنــش مؤث
ــد از  ــکل حالت‌جام ــر ش ــردار تغیی ــان دادن ب ــرای نش ب

ــود. ــتفاده می‌ش ــع U اس تاب

اندرکنش فازهای سیال و جامد

ــل  ــاد و ح ــرای ایج ــونده ب ــه تکرارش ــل دوطرف روش ح
اندرکنــش میــان ســاختار روش چندمقیاســی احجــام 
ــاز ســیال اســت و همچنیــن، روش  ــرای ف محــدود کــه ب
ــت  ــرده اس ــدل ک ــد را م ــاز جام ــه ف ــدود ک ــزای مح اج
ــط ســیال و  ــن کار دســتگاه رواب ــرای ای ــه‌کار مــی‌رود. ب ب
جامــد بــا حلقــه تکــرار نیوتــن رافســون بــه هــم مرتبــط 
بــرای  محــدود  اجــزای  روش  ورودی  در  می‌شــوند. 
ــی  ــار چندمقیاس ــکل‌ها از فش ــر ش ــت آوردن تغیی به‌دس
ــلول‌های ــه س ــه در پهن ــت ک ــده اس ــتار استفاده‌ش پایس
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اجــزا محــدود بــه‌کار گرفتــه می‌شــود ]25[. بــرای 
هم‌گرایــی روابــط بایــد فشــار محاسبه‌شــده بــاز بــه 
ــد.  ــاق بیفت ــی اتف ــا هم‌گرای ــردد ت ــبه بازگ ــه محاس چرخ
روش عملکــرد بــه ایــن صــورت اســت کــه در ابتــدا و پــس 
ــازی  ــه اول قابلیــت تحــرک ف ــی در مرحل از هــر گام زمان
ــدار  ــن مق ــدن ای ــی ش ــس از بررس ــود. پ ــی می‌ش بررس
و درصورتی‌کــه قابلیــت تحــرک فــازی از حــد مجــاز 
ــاره محاسبه‌شــده  ــه دوب ــع پای خــودش بیشــتر باشــد تواب
ــازی در  و به‌روزرســانی می‌شــوند. اگــر قابلیــت تحــرک ف
ــده ســازی  ــه تنی ــه حلق محــدوده مجــاز باشــد مســئله ب
دو فــاز دیگــر یعنــی ســیال و جامــد وارد می‌شــود. 
ــتگاه  ــی، دس ــع اصل ــتخراج تواب ــات و اس ــن عملی پس‌ازای
ــردار ســمت  ــب و ب ــس ضرای ــط تشیکل‌شــده و ماتری رواب
راســت رابطــه تشــیکل می‌شــود. در ادامــه، حــل مســئله 
ــس‌ازآن  ــده و پ ــاس استخراج‌ش ــت مقی ــارهای درش فش
ــا اســتفاده از رابطــه فشــار، فشــار ریزمقیــاس به‌دســت  ب
می‌آیــد. در ایــن مرحلــه نیــز یــک حــد بــرای بررســی عدم 
تجــاوز میــزان فشــار ریزمقیــاس در دو گام متوالــی در نظر 
گرفته‌شــده اســت. اگــر ایــن تفاضــل از حــد تعیین‌شــده 
فراتــر نــرود رابطــه فشــار بــر مبنــای فشــارهای ریزمقیاس 
ــوی  ــه الگ ــت ک ــی اس ــا جای ــا اینج ــود. ام ــل می‌ش ح
کشســان خمیــری وارد عمــل می‌شــود. بــه ایــن صــورت 
کــه خروجــی رابطــه جــرم فشــار اســت، همان‌طــور کــه 
بیــان شــد پــس از عبــور از شــرایط ذکرشــده وارد رابطــه 
ــد.  ــی می‌ده ــکل‌ها را خروج ــر ش ــده و تغیی ــادل ش تع
ــه  ــاز پهن ــکل‌های ف ــر ش ــادل، تغیی ــه تع ــی رابط خروج
جامــد اســت. در مــدل پایــه ایــن تغییــر شــکل بــه رابطــه 
ــا  ــود. ام ــاد ش ــی ایج ــا هم‌گرای ــد ت ــرم برگشــته می‌ش ج
ــه  ــی از رابط ــکل‌های خروج ــر ش ــه، تغیی ــن مرحل در ای
تعــادل وارد مــدل کشســان خمیــری می‌شــود. همچنیــن 
در الگــوی مــورد نظــر جهــت کارایــی بهتــر برنامــه 
به‌صــورت کرنــش کنتــرل بــوده و از ورودی کرنــش 
بــرای انجــام محاســبات اســتفاده می‌کنــد. تغییــر شــکل 
خروجــی از رابطــه تعــادل وارد برنامــه کشســان خمیــری 
شــده و برنامــه آن را به‌صــورت تنــش خروجــی می‌دهــد. 
ــش  ــا تن ــا ب ــه آی ــود ک ــخص می‌ش ــه مش ــن مرحل در ای

ــی  ــر شــکل در محــدوده کشســان باق محاسبه‌شــده تغیی
ــی  ــا حت ــری ی ــان خمی ــه کشس ــه مرحل ــا ب ــد ی می‌مان
خمیــری وارد می‌شــود. در زیــر برنامــه کشســان خمیــری 
ــده  ــدل داده‌ش ــه ورودی م ــود ک ــخص می‌ش ــدا مش ابت
ــا زه‌کشــی نشــده اســت. ســپس  زه‌کشــی شــده اســت ی
ــد و  ــع پتانســیل و ســطح تســلیم جدی ــا اســتفاده از تاب ب
ــد.  ــش خروجــی می‌کن ــبه تن ــه محاس ــدام ب ــه اق یکپارچ
ــن  ــد در ای ــان ش ــه بی ــور ک ــی و همان‌ط ــرای هم‌گرای ب
برنامــه نیــز از حلقــه نیوتــن رافســون استفاده‌شــده اســت. 
ــه  ــن برنام ــه در ای ــادآوری اســت ک ــه ی ــن، لازم ب همچنی
نیــز از مفهــوم تنــش مؤثــر اســتفاده می‌شــود. بــا اســتفاده 
ــلیم و  ــطح تس ــردن س ــک ک ــلیم و چ ــع تس ــرط تاب از ش
ــا نکــردن از محــدوده کشســان، دســتگاه  عبــور کــردن ی
ــونده و  ــه تکرارش ــا روش دوطرف ــده و ب ــط تشیکل‌ش رواب
ــی  ــش خروج ــود. تن ــل می‌ش ــون ح ــن رافس ــه نیوت حلق
ــه  ــی برنام ــورت خروج ــده و به‌ص ــرو تبدیل‌ش ــه نی ــز ب نی
ــدل  ــوان ورودی م ــن محاســبات به‌عن اســت. خروجــی ای
کشســان خمیــری باعــث ایجــاد یــک نیــروی غیرتعادلــی 
می‌شــود. در ایــن مرحلــه، اختــاف نیــروی به‌دســت 
ــه  ــل رابط ــده در ح ــان محاسبه‌ش ــروی کشس ــده از نی آم
ــه  ــز از حلق ــه نی ــن مرحل ــد. در ای ــت می‌آی ــرم به‌دس ج
ــرو  ــاف نی ــن اخت ــود. ای ــتفاده می‌ش ــن رافســون اس نیوت
ــس از  ــردد. پ ــادل برمی‌گ ــه تع ــت رابط ــمت راس ــه س ب
ــونده،  ــل تکرارش ــادل و ح ــه تع ــه رابط ــرو ب ــت نی بازگش
ــه  ــر شــکل‌ها و در ادام خروجــی رابطــه تعــادل کــه تغیی
ــروی وارده  ــای نی ــر مبن ــود ب ــی ب ــای حجم آن کرنش‌ه
ــر شــکل‌ها و  ــن تغیی ــد. ســپس ای ــد به‌دســت می‌آی جدی
ــه رابطــه جــرم بازگشــته و  کرنش‌هــای به‌دســت آمــده ب

ــود. ــرار می‌ش ــکیل تک ــن س ــاره ای دوب

صحت سنجی الگو
حرکت سیال از میان دو دیواره ضخیم کم‌تراوا

جهــت بررســی توانایــی الگــو، در ایــن بخــش مســئله یــک 
محیــط همگــن بــا دیواره‌هــای بــا نفوذپذیــری پاییــن در 
ــده  ــر گرفته‌ش ــئله در نظ ــت.. مس ــده اس ــر گرفته‌ش نظ

ــوده ــا ابعــاد m 100×100 ب یــک محیــط متخلخــل ب
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کــه شــامل دو لایه مــوازی بــا نفوذپذیــری پاییــن در میان 
خــود اســت. ایــن محیــط در حالــت اولیــه شــامل 28% آب 
و 72% نفــت اســت. فشــار اولیــه محیــط برابــر atm 1 در 
ــت از  ــورت ثاب ــق آب به‌ص ــت. تزری ــده اس ــر گرفته‌ش نظ
ســمت راســت محیــط و بــا دبــی برابــر m3/day 8 صــورت 
ــواره ســمت چــپ و  ــن، برداشــت از دی ــرد. همچنی می‌گی
بــا فشــارثابت برابــر بــا صفــر نســبت بــه محیــط صــورت 
می‌پذیــرد. در ســایر مرزهــا شــرایط بــدون جریــان حاکــم 
اســت. در ایــن مثــال جهــت تعییــن نفوذپذیــری نســبی، 
ــد  ــوان گردی ــن عن ــه پیش‌ازای ــوری ک ــز و ک ــط بروک رواب
ــران‌روی  ــبت گ ــن، نس ــت. همچنی ــده اس ــه ش به‌کارگرفت
ــط و  ــر محی ــت. تصوی ــه اس ــر قرارگرفت ــر 100 مدنظ براب
ــده  ــان داده‌ش ــکل 2 نش ــه در ش ــرزی مربوط ــرایط م ش
                                                                                15000 D ــر ــط براب ــری محی ــن، نفوذپذی ــت. همچنی اس

شکل 2 تزریق آب در محیط متخلخل با لایه‌های ضخیم کم‌تراوا و نقاط در نظر گرفته‌شده جهت تاریخچه فشار.

ــن  ــا ای ــر mD 1500 اســت. ب ــراوا براب و در لایه‌هــای کم‌ت
ــور،  ــه مذک ــاد در نظــر گرفته‌شــده در دو ناحی ــاوت زی تف
ــور  ــواره عب ــن دو دی ــال مابی ــیال از کان ــت س ــار اس انتظ

نمایــد.

ــد  ــا یکســان خواه ــه مرزه ــرای کلی نحــوه شــبکه‌بندی ب
ــال  ــورت اعم ــم در ص ــه می‌دانی ــا همان‌طوری‌ک ــود؛ ام ب
شــرایط مــرزی دریکلــه بــرروی مراکــز ســلول‌های درشــت 
ــت‌آمده  ــارهای به‌دس ــط، فش ــپ محی ــمت چ ــع در س واق
ــان فشــار در  ــه وجــود گرادی ــا توجــه ب ــرروی ســطوح ب ب
طــول المــان درشــت بــا میــزان فشــارهای مراکــز ســلول 
ــزان  ــم می ــی ه ــت. منحن ــد داش ــاوت خواه ــر تف موردنظ
ــس از بیســت روز در  ــن روش پ فشــار به‌دســت‌آمده از ای

شــکل 3 نشــان داده‌شــده اســت.

)m(

شکل 3 منحنی هم میزان فشار پس از بیست روز در محیط متخلخل با لایه‌های کم‌تراوا. الف(:روش حل مستقیم برروی مقیاس ریز و ب(: 
روش چندمقیاسی

)m(
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ــع  ــد توزی ــت رون ــخص اس ــکل مش ــه از ش ــور ک همان‌ط
فشــار هم‌خوانــی مناســبی را نشــان می‌دهــد. جهــت 
ــورت  ــال اول ص ــه در مث ــابه آنچ ــر مش ــه دقیق‌ت مقایس
پذیرفــت، رونــد تغییــر فشــار در چهــار نقطــه الــف، ب، ج 
ــا مکان‌هــای مختلــف مقایســه گردیــده و در شــکل  و د ب

4 نشــان داده‌شــده اســت.

همان‌طــور کــه از شــکل مشــخص اســت، پــس از تزریــق 
ــف  ــاط مختل ــه، در نق ــش اولی ــس از افزای ــار پ آب، فش
ــی  ــر جایگزین ــن ام ــل ای ــذارد. دلی ــش می‌گ ــه کاه رو ب
ســیال بــا گــران‌روی کمتــر بــوده، کــه منجــر بــه افزایــش 
قابلیــت تحرک‌پذیــری کل شــده و در نهایــت بــه کاهــش 
ــز  ــکل نی ــه در ش ــور ک ــا همان‌ط ــد. ام ــار می‌انجام فش
مشــخص اســت، شــروع کاهــش در نقــاط نزدیک‌تــر 
ــه  ــت ک ــه اس ــورت گرفت ــریع‌تر ص ــق س ــل تزری ــه مح ب
ــر  ــران‌روی کمت ــا گ ــیال ب ــه س ــی جبه ــل آن نزدیک دلی
ــز  ــه از شــکل نی ــت چنان‌ک در آن نواحــی اســت. در نهای
مشــخص اســت، تطبیــق قابــل قبولــی میــان جواب‌هــای 
بــا  ارائه‌شــده  چندمقیاســی  روش  از  به‌دســت‌آمده 
المان‌هــای کمکــی اصلاح‌شــده و نتایــج به‌دســت‌آمده 
از حــل بــرروی مقیــاس ریــز مشــاهده می‌شــود. اختــاف 
ــه  ــه هزین ــل ‌ملاحظ ــش قاب ــه کاه ــه ب ــا توج ــود ب موج
ــه  ــی ب ــاً تحلیل ــه به‌صــورت کام ــه در ادام ــباتی ک محاس
آن پرداختــه می‌شــود قابــل ‌قبــول اســت. جهــت تعییــن 
ــرروی  ــه حــل مســتقیم ب میــزان کارآیــی روش نســبت ب
مقیــاس ریــز، مقایســه هزینــه محاســباتی مربــوط بــه هــر 
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ــباتی،  ــه محاس ــزان هزین ــرد. می ــورت می‌گی دو روش ص
وابســته بــه ابعــاد ماتریــس ضرایــب هــر یــک از روش‌هــا 
ــوده، کــه جهــت مقایســه روش چندمقیاســی ارائه‌شــده  ب
بــا حــل مســتقیم بــرروی مقیــاس ریــز توســط رابطــه 37 

ــردد. ــان می‌گ بی
) ( mt n ct nα=                                                      )37(

c, ثوابتــی می‌باشــند کــه بــا توجــه بــه  α در رابطــه بــالا، 
ــت آوردن  ــوه به‌دس ــده، نح ــر گرفته‌ش ــل در نظ روش ح
ــی  ــزان پراکندگ ــه، می ــه رایان ــزان حافظ ــولات، می مجه
ــی و  ــع پراکندگ ــوه توزی ــط و نح ــتگاه رواب ــس دس ماتری
مــوارد دیگــر متفــاوت اســت. بایــد در نظــر داشــت زمــان 
از جمــع چهــار  روش چندمقیاســی  در  به‌دســت‌آمده 

ــردد: ــل می‌گ ــر حاص ــه زی مرحل
ــه  ــه ب ــا توج ــی، ب ــه‌ای و اصلاح ــع پای ــاخت تواب 1- س
ــر  ــر Nd، و در نظ ــی براب ــای کمک ــداد المان‌ه ــه تع اینک
 NTd ــر گرفتــن تعــداد المان‌هــای کمکــی اصلاح‌شــده براب
اســت، زمــان موردنیــاز جهــت ایــن مرحلــه توســط رابطــه 

می‌آیــد. به‌دســت   38
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ــالا، D نشــان‌دهنده تعــداد بعدهــای مســئله،    در رابطــه ب
ــی  ــلول کمک ــر س ــود در ه ــز موج ــلول‌های ری ــداد س تع

اســت.
2-به‌روزرســانی توابــع پایــه‌ای و اصلاحــی، توســط رابطــه 

ــردد. ــبه می‌گ 39 محاس

شکل 4 مقایسه تاریخچه فشار در پهنه محیط در نقاط الف، ب، ج و د.
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2 1) 1(tt t nξ= −                                                      )39(
در رابطــه بــالا، ξ بیانگــر تعــداد ســلول‌هایی اســت کــه در 
آن‌هــا تغییــرات قابلیــت تحرکــت جمــع فازهــا از میــزان 
تعیین‌شــده تجــاوز نمایــد. ایــن مقــدار بــا توجــه بــه حــد 

در نظــر گرفته‌شــده و شــرایط مســئله متفــاوت اســت.
ــر  ــا 0/3 متغی ــدود 0/1 ت ــی در ح ــت کل ــر حال ــا در ه ام
اســت. همچنیــن nt، بیانگــر تعــداد گام‌هــای زمانــی اســت.

ــر  ــا در نظ ــاس ب ــت مقی ــط درش ــتگاه رواب ــل دس 3- ح
گرفتــن تعــداد ســلول‌های درشــت Nc، توســط رابطــه 40 

ــد. ــد آم ــت خواه به‌دس

3 m c tt ct n nα=                                                    )40(
ــت  ــط جه ــتگاه‌های رواب ــل دس ــه، ح ــن مرحل 4- آخری
فشــارهای پایســتار بــوده کــه توســط رابطــه 41 محاســبه 

ــد. خواهدگردی
4 ) (D

c m upr tt N ct N nα=                                     )41(
در رابطــه بــالا، Nupr بیانگــر بــالا مقیاســی از مرتبــه 
ــه در  ــه اینک ــه ب ــا توج ــتا اســت. ب ــر راس ــخص در ه مش
ــتا در  ــر راس ــز در ه ــلول ری ــداد 10 س ــئله تع ــن مس ای

داخــل ســلول درشــت قــراردارد Nupr=10 اســت.
از تقســیم زمــان به‌دســت‌آمده جهــت حــل دســتگاه 
روابــط ریزمقیــاس بــر زمــان به‌دســت‌آمده از الگــوی 
ــردازش )CTR(، به‌دســت  ــی پ چندمقیاســی، نســبت زمان
ــوان  ــن عن ــه پیش‌ازای ــه آنچ ــه ب ــا توج ــد. ب ــد آم خواه
گردیــد، ثوابــت c ,α بــا توجــه بــه شــرایط متفــاوت اســت. 

شــکل 5، تغییــرات CTR را بــا توجــه بــه گســتره تغییرات 
فراســنج α و بــرای تعــداد گام‌هــای زمانــی مختلــف نشــان 
ــان  ــنج c زم ــدار فراس ــه مق ــه اینک ــه ب ــا توج ــد. ب می‌ده
پــردازش را تغییــر داده امــا نســبت زمانــی پــردازش 
ــرات  ــف تغیی ــه طی ــد، از ورود ب ــر نمی‌ده )CTR( را تغیی

می‌گــردد. صرف‌نظــر  آن 

همان‌طــور کــه از شــکل 5 مشــخص اســت، نســبت 
ــا افزایــش فراســنج α به‌شــدت  زمانــی پــردازش )CTR( ب
در  اصــولاً  اســت  قابل‌ذکــر  می‌کنــد.  پیــدا  افزایــش 
صــورت اســتفاده از هریــک از روش‌هــای حذفــی گــوس، 
ــی و  ــن مثلث ــالا و پایی ــک ب ــردن، روش تفیک ــوس ج گ
ــه  ــا توج ــا ب ــت. ام ــنج α=3 اس ــکی فراس ــک چلس تفیک
ــت،  ــده اس ــورت پراکن ــب به‌ص ــس ضرای ــه ماتری ــه اینک ب
 α بــا اســتفاده از روش‌هایــی نظیــر خــط آســمان مقادیــر

ــد ــش یاب ــد کاه می‌توان

علاوه‌بــر آن همان‌طــور کــه از شــکل 5 مشــخص اســت بــا 
افزایــش تعــداد گام‌هــای زمانــی صرفه‌جویــی محاســباتی 
افزایــش پیــدا می‌کنــد کــه البتــه ایــن مقــدار بــه میــزان 
آســتانه‌ای همگــرا می‌گــردد. جــدول 1 ســرعت پــردازش 
ــن  ــتقیم و همچنی ــل مس ــی و روش ح روش چندمقیاس
ــر  ــرای ه ــان لازم ب ــب tm )زم ــردازش را برحس ــبت پ نس
ــالا  ــا نســبت ب ــف ب ــای مختل ــداد المان‌ه ــرای تع Flop( ب

ــرض  ــا ف ــتا و ب ــر راس ــادل ده nupr=10 در ه ــی مع مقیاس
ــد.  ــان می‌ده ــی نش ــد گام زمان ــس از ص c=10 ,α=2 پ

شکل 5 نسبت پردازش )CTR( مابین روش حل مستقیم و روش چندمقیاسی با المان‌های کمکی اصلاح‌شده.
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جدول 1 مقایسه هزینه محاسباتی روش چند با مقیاسی با المان‌های کمکی اصلاح‌شده با حل مستقیم برروی مقیاس ریز.

نسبت زمانی پردازش )CTR(روش حل مستقیم برروی مقیاس ریزروش چندمقیاسیتعداد المان‌ها
1×1042/68×1081×101037
1×1063/67×10101×10142721
1×1081/02×10141×10189739

ــا افزایــش  همان‌طــور کــه از جــدول 1 مشــخص اســت ب
ــتری  ــود بیش ــی نم ــی زمان ــداد المان‌هــا، صرفه‌جوی تع
کــه  همان‌طــور  اســت  شــایان‌ذکر  می‌نمایــد.  پیــدا 
ــای  ــداد المان‌ه ــد تع ــاره ش ــز اش ــق نی ــات تحقی در ادبی
ــه  ــت. در نتیج ــان اس ــدود 108 - 107 الم ــزن در ح مخ
همان‌طــور کــه از جــدول مربوطــه مشــخص اســت، 
صرفه‌جویــی محاســباتی قابل‌توجهــی در ایــن حــدود 

تعــداد المــان به‌دســت می‌آیــد.
مسئله تزریق آب در محیط یک‌بعدی

ــورت  ــي و ل ــا كل ــوري ب ــق گاز، تئ ــق آب و تزري در تزري
به‌طــور يكســان قابــل كاربــرد هســتند ولــي بــراي 
جريــان عمــودي گاز و نفــت، صــرف نظــر كــردن از 
ــط  ــن رواب ــد. بنابراي ــر نمي‌باش ــش امكان‌پذي ــر گران تأثي
گوناگــون بايــد بــراي جريــان جزئــي گاز، بســته بــه اينكــه 
تزريــق در ناحيــه نفتــي )بــا فــرض جريــان افقــي( يــا در 
ــان عمــودي( انجــام مــي  ــرض جري ــا ف كلاهــك گازي )ب
شــود، مــورد اســتفاده قــرار گيرنــد ]23[. آزمایــش تزریــق 
ــا و  ــط هادی ــدا توس ــدی ابت ــط یک‌بع ــک محی آب در ی
همکارانــش مطــرح شــد. در ایــن آزمایــش، ســنگ مخــزن 
                                                                               54 cm از جنــس ماسه‌ســنگ بــری بــه ابعــاد 2/4 و 2/5 و
اســت. گــران‌روی داخــل مخــزن و ســیال تزریقــی 
به‌ترتیــب 130 و 0/97 اســت. همچنیــن نفوذپذیــری 
 1584 mD مطلــق و تخلخــل ســنگ به‌ترتیــب برابــر
ــت از  ــی ثاب ــا دب ــت. آب ب ــده اس ــزارش گردی و 0/385 گ
ــت  ــمت راس ــده و از س ــق ش ــزن تزری ــپ مخ ــمت چ س
ــت  ــان درش ــط 24 الم ــئله توس ــود. مس ــت می‌ش برداش
ــاس اســت،  ــک حــاوی 11×11 المــان ریزمقی ــر ی ــه ه ک

ــت. ــده اس ــازی گردی شبیه‌س

ــا  ــه ب ــر در مقایس ــوی موردنظ ــت‌آمده از الگ ــج به‌دس نتای
ــق mL/h 100 در  ــرخ تزری ــرای ن ــگاهی ب ــج آزمایش نتای

ــاهده  ــه مش ــور ک ــت. همان‌ط ــده اس ــر ارائه‌ش ــکل زی ش
ــگاهی و  ــج آزمایش ــن نتای ــی بی ــق مطلوب ــود تطبی می‌ش
نتایــج حاصلــه از الگــوی ارائه‌شــده، حاصــل گردیــده 

اســت.
 جهــت تحلیــل دقیق‌تــر مســئله، نتایــج حاصــل از 
تزریــق معــادل mL/h 10 و فشــار در ســه نقطــه از نمونــه 
 p3 و p2 و p1 ــا ــکل ب ــه در ش ــر ک ــگاهی موردنظ آزمایش
ــه اســت. ــی قرارگرفت ــورد ارزیاب ــش داده‌ شــده‌اند، م نمای

ــار در  ــت فش ــخص اس ــکل 6 مش ــه در ش ــور ک همان‌ط
ــا شــیب تنــد کاهــش پیداکــرده اســت  هــر ســه نقطــه ب
ــیال  ــای س ــران‌روی فازه ــاف گ ــه اخت ــه ب ــا توج ــه ب ک
ــه از شــکل  ــور ک ــن همان‌ط ــی دارد. همچنی ــد منطق رون
ــریع‌تر از  ــه 1 س ــار در نقط ــش فش ــت، کاه ــخص اس مش
ــر نزدیکــی  ــن ام ــل ای ــرد. دلی ــاط 2 و 3 انجــام می‌گی نق
ــر ســریع‌تر درجــه اشــباع و در  ــق و تغیی ــه محــل تزری ب
ــودار  ــی نم ــت بررس ــت کل اس ــت تحرک ــه آن قابلی نتیج
فشــار در نقــاط مختلــف نســبت بــه نــرخ برداشــت صحــت 
ــی  ــورد ارزیاب ــری م ــورت دقیق‌ت ــو را به‌ص ــرد الگ عملک

ــد. ــرار می‌ده ق
تحلیــل نــرخ برداشــت در محیــط بــا نفوذپذیــری همگــن 

ــکل‌پذیر ــر ش ــل تغیی ــط متخلخ در محی

ایــن مســئله جهــت بررســی کارآیــی مــدل در نــرخ 
برداشــت در محیــط تغیــر شــکل‌پذیر ایجادشــده. در 
ــری  ــا نفوذپذی ــاد 44×44 ب ــه ابع ــی ب ــن مســئله، مربع ای
مطلــق برابــر K=2.5-13 m2 در نظــر گرفتــه می‌شــود. 
مخــزن به‌صــورت پرشــده از نفــت S0=1 اســت. آب از 
گوشــه پاییــن ســمت چــپ تزریــق و از گوشــه بــالا ســمت 
ــاوی  ــت ح ــلول درش ــر س ــردد. ه ــت می‌گ ــت برداش راس
ــش  ــل کاه ــه عام ــت. در نتیج ــز اس ــلول ری 11×11 س

ــت.  ــده اس ــاظ گردی ــادل 121 لح ــان، مع ــداد الم تع
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پارامترهــای فــاز جامــد مســئله در جــدول زیر آورده شــده 
ــل از  ــج حاص ــیله نتای ــوی به‌وس ــنج‌های الگ ــت. فراس اس
ــه ســنگ، کالیبــره شــده  ــرای یــک نمون یــک آزمایــش ب
و ســپس به‌وســیله دیگــر آزمایش‌هــا بــرروی همــان 

نمونــه ســنگ مــورد ارزیابــی قــرار گرفــت.

در اولیــن شبیه‌ســازی، از تغییــر شــکل فــاز جامــد 
صرف‌نظــر شــده و تنهــا حرکــت مکانکیــی فازهــای ســیال 
مدنظــر قــرار می‌گیــرد؛ امــا در دومیــن شبیه‌ســازی، 
ــد.  ــد گردی ــاظ خواه ــز لح ــد نی ــاز جام ــکل ف ــر ش تغیی
همچنیــن، در شــکل 7 منحنــی هــم میــزان فشــار 
به‌دســت آمــده از حــل بــرروی ریزمقیــاس و حــل بــرروی 

ــود. ــی ش ــه مشــاهده م ــا یافت ــوی ارتق الگ

جدول 2 جدول مشخصات سنگ مخزن

فراسنج‌ها سنگ 1سنگ 2سنگ 3
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شکل 6 نتایج تحلیل فشار در سه نقطه در الف( مدل آزمایشگاه ]31[ و ب( مدل حاضر.

اطــراف  انتظــار می‌رفــت، فشــار در  همان‌طــور کــه 
ــا در  ــی‌رود؛ ام ــالا م ــردو شبیه‌ســاز ب ــق در ه محــل تزری
ــر تغییــر  شبیه‌ســازی توســط الگــوی ارتقــا یافتــه کــه اث
ــر فشــار  ــده اســت، مقادی ــاز جامــد لحــاظ گردی شــکل ف
کمتــر اســت. رونــد یکســانی در زمینــه نــرخ برداشــت در 
ــه از شــکل  ــه ک ــده اســت. همان‌گون ــر دو حــل ارائه‌ش ه
ــان  ــت زم ــس از گذش ــت پ ــت نف ــت برداش ــخص اس مش
ــات  ــر فرضی ــن ام ــل ای ــدار آســتانه‌ای می‌رســد. دلی به‌مق
در نظــر گرفتــه شــده جهــت رابطــه ســاختاری فــاز جامــد 

اســت )شــکل 8(.

ــای  ــه داده‌ه ــه ب ــا توج ــق و ب ــه تحقی ــن در ادام همچنی
ــده  ــم ش ــان رس ــاس زم ــد براس ــودار تولی ــدول 2 نم ج
اســت. در جــدول 2 داده‌هــای ســه گــروه ســنگ مخــزن 
آورده شــده کــه به‌ترتیــب ســختی در جــدول قــرار 
داده‌شــده اســت. هــدف از ایــن بررســی، ســنجش توانایــی 
ــا یافتــه در شبیه‌ســازی میــزان تولیــد نفــت  الگــوی ارتق
بــا توجــه به‌ســختی مختلــف ســنگ مخــزن اســت. 
ــت  ــرای حال ــت ب ــد نف ــرخ تولی ــان‌دهنده ن ــکل 9 نش ش

ــت. ــنگ اس ــوع س ــه ن ــکل‌ناپذیر و س ــر ش تغیی
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شکل 7 منحنی هم میزان فشار به‌دست آمده از حل برروی ریزمقیاس و حل برروی الگوی ارتقا یافته.

شکل 8 سهم نفت از چاه برداشت در شبیه‌سازی بدون تغییر شکل و با در نظر گرفتن تغییر شکل و الگوی ارتقا یافته.

شکل 9 سهم نفت از چاه برداشت توسط الگوی مدل حاضر در سه سنگ مختلف.

 (s) زمان
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ــه  ــت ک ــن اس ــش ای ــن آزمای ــام ای ــم در انج ــه مه نکت
انــرژی وارده در ســنگ‌های ســخت‌تر بیشــتر صــرف 
ــا  ــنگ‌های ب ــا در س ــده ام ــنگ ش ــکل‌های س ــر ش تغیی
ــود.  ــیال وارد می‌ش ــه س ــاً ب ــرژی عمدت ــر ان ســختی کمت
امــا تمامــی ســنگ‌ها و مخــازن در نهایــت بــه حــد تولیــد 
آســتانه خواهنــد رســید. امــا نــوع ســنگ مخــزن در نــرخ 
تولیــد بســیار مؤثــر خواهــد بــود. ملاحظــه می‌شــود کــه 
ســنگ تغییــر شــکل‌ناپذیر تغییــری در رفتــارش مشــاهده 
ــا  ــد اســت. ســنگ ب ــرخ تولی نمی‌شــود و دارای بیشــتر ن
ســختی بیشــتر به‌دلیــل تغییــر شــکل پلاســتیک کمتــر 
تولیــد نفــت بیشــتری را نشــان می‌دهــد و همیــن 
ــد.  ــدا می‌کن ــه پی ــنگ ادام ــختی س ــش س ــا کاه ــد ب رون
کاهــش  ســنگ  ســختی  چــه  هــر  به‌عبارت‌دیگــر، 
ــنگ  ــتری در س ــتیک بیش ــکل پلاس ــر ش ــد تغیی می‌یاب
رخ‌داده و نــرخ تولیــد بالاتــر مــی‌رود. ایــن رونــد بــا تغییــر 
پارامتــر N در جــدول 2 داده‌شــده اســت. ســنگ شــماره 1 
دارای ســختی بیشــتر و میــزان N=4 دارای بیشــترین نــرخ 
تولیــد اســت. ســنگ شــماره 2 بــا N=3 دارای نــرخ تولیــد 
کمتــری اســت و ســنگ شــماره 3 نیــز بــه همیــن ترتیــب 
ــن،  ــد. همچنی ــی باش ــد م ــدار تولی ــن مق دارای کمتری
 U ــر ــا مقادی ــی ب ــی خوب تغییــرات ســه  منحنــی هم‌خوان
دارنــد. ســنگ شــماره 3 بــا مقــدار U = 20 دارای کمتریــن 
شــیب اســت امــا ســنگ شــماره 1 بــا شــیب بیشــتری بــه 

ســمت حــد آســتانه تولیــد مــی‌رود.

نتیجه‌گیری

ــف در  ــای مختل ــا و مقیاس‌ه ــود فازه ــه وج ــه ب ــا توج ب
ــی  ــازی ترکیب ــق از مدل‌س ــن تحقی ــی در ای ــازن نفت مخ
ــت. در  ــده اس ــی استفاده‌ش ــد فیزیک ــی چن ــد مقیاس چن
الگــوی فعلــی جهــت در نظــر گرفتــن تغییــر شــکل‌های 
ــا در نظــر  ــا توجــه بــه نظریــه پلاستیســته و ب خمیــری ب
و  ضمنــی  انتگرال‌گیــری  ناهمــراه،  جریــان  گرفتــن 
ــت.  ــده اس ــه‌کار گرفته‌ش ــتی ب ــت بازگش ــم نگاش الگوریت
ــا  ــئله‌ای ب ــی مس ــی زمان ــدن بازده ــخص ش ــت مش جه
ــدل  ــد م ــخص گردی ــده و مش ــیل تحلیل‌ش ــه ش دو لای
ــیار  ــردازش بس ــبت پ ــزان نس ــا می ــده ت ــه‌کار گرفته‌ش ب

بالایــی باعــث کاهــش میــزان محاســبات می‌گــردد. 
همچنیــن جهــت مقایســه بــا نتایــج آزمایشــگاهی میــزان 
برداشــت نفــت در یــک مســئله بــا داده‌هــای آزمایشــگاهی 
مقایســه گردیــد و تطبیــق بســیار خوبــی حاصــل گردیــد. 
در نهایــت جهــت نشــان دادن کارآیــی مــدل بــرای 
شبیه‌ســازی تغییــر شــکل‌های خمیــری و تأثیــر آن 
ــرروی میــزان برداشــت نفــت مســئله برداشــت نفــت از  ب
یــک محیــط متخلخــل مربعــی ارزیابــی گردید و مشــخص 
شــد هــر چــه میــزان تغییــر شــکل‌های خمیــری بیشــتر 
باشــد میــزان برداشــت نفــت در زمان‌هــای اولیــه کاهــش 
ــی  ــه بخش ــت ک ــن اس ــل آن ای ــه دلی ــد ک ــدا می‌کن پی
از انــرژی تزریــق جهــت تغییــر شــکل‌های خمیــری 
ــه افزایــش زمــان و  ــا توجــه ب مســتهلک می‌گــردد کــه ب
توقــف کرنش‌هــای خمیــری میــزان برداشــت نفــت بــرای 

ــد. ــتانه‌ای می‌رس ــد آس ــه ح ــا ب ــی محیط‌ه تمام

علائم و نشانه‌ها

: نفوذپذیری نسبی فازبدون بعد krα
)kg/s( چشمه و چاهک فاز : mα

Nu: تابع شکل بدون بعد

m2 مساحت سلول های ریزمقیاس :A
)m3/Scf( ضریب تشیکل حجمی فاز :Bα

Pa-1 ضریب تراکم‌پذیری :Cc

 )Pa( ماتریس کشسانی :De

 )Pa( ماتریس کشسان خمیری :Dep

)Pa( مدول کشسانی :E
L: مشتق مماسی سازگار اسکلت خاک بدون بعد

)d( ماتریس نفوذپذیری مطلق :Κ
: بردار واحد عمود بر سطح بدون بعد hn

)Pa( فشار سیال :p
 )Pa( فشار ریزمقیاس ناپایستار : p ′

)Pa( فشار ریزمقیاس پایستار : p ′′

)Pa( فشار تحلیل ریزمقیاس :pf

Sα: درجه اشباع فاز بدون بعد
 )m( بردار تغییر شکل فاز جامد :u

m/s سرعت فازهای سیال :vα
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)m/s( سرعت فاز جامد :vs

: بردار ضرایب وزنه پهنه بدون بعد t
uW

: بردار ضرایب وزنه مرزها بدون بعد t
uW

dε: بردار تغییرات کرنش کل بدون بعد
dεp: بردار تغییرات کرنش خمیری بدون بعد

F: تابع تسلیم بدون بعد
dλ: ضریب خمیری در قانون جریان بدون بعد

Q: تابع پتانسیل خمیری بدون بعد
εv: کرنش حجمی بدون بعد

εq: کرنش تفاضلی بدون بعد

εI: کرنش محوری بدون بعد

ε3: کرنش شعاعی 

بدون بعد
M: شیب‌خط حالت بحرانی بدون بعد

N: مشخص کننده شکل سطح تسلیم بدون بعد 

R: تنظیم‌کننــده نقطــه برخــورد خــط حالــت بحرانــی بــا 
ســطح تســلیم  بــدون بعــد

: تغییرات کرنش حجمی خمیری بدون بعد p
vd ε

γ: محدوده هم‌گرایی بدون بعد
ε: بردار کرنش‌های فاز جامد بدون بعد

)kg/m3( دانسیته فازهای سیال :ρα
: ماتریس توابع پایه‌ای بدون بعد h

kΦ

: بردار سلول‌های کمکی بدون بعد hΦ

φ: تخلخل بدون بعد
ν: ضریب پوآسون فاز جامد بدون بعد

)m2/s( گرانروی فاز :μα
 )Pa( ماتریس تنش مؤثر :σ'

Mc: شیب‌خط حالت بحرانی بدون بعد

)Pa( تنش موثر میانگین :P'

)Pa( تنش تفاضلی :q
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